Sucesiones de numeros reales

Concepto de sucesiorEs mas facil reconocer una sucesion que definirla. Decinbogj@mplo,
que:

1\” 1 1
Xp=\14+~), yu=nsenl/n), zz=1+_-+-+—
n 2 n

son sucesiones. Para cad& N los numeros reales,, y,, z, estan correctamente definidos.
Suele usarse la notaciény, }, {y,}, {zx} para representar a las sucesiones.

Una sucesion no se identifica con los valores que toman soeeles sino que debemos
considerar el orden en que esos valores se toman.

Por ejemplo, los elementos de las sucesidies)”} y{(—1)"*1} toman los mismos valores
1y —1 pero en la primera valeh en los lugares pares 1 en los impares y al revés en la
segunda: son sucesiones distintas.

Una sucesion de nameros reales es una aplicacién del conjon¥ de los nimeros naturales
enkR.

Por tanto, el simboldx,} indica una aplicacién, la que a cad& N hace corresponder el
nimerox, € R.

Sucesiones convergenteklna sucesiox,} se dice queonvergea un nimero reat si, dado
cualquier nimero real > 0, existe un nimero naturak, tal que sin es cualquier nimero
natural mayor o igual que:, se cumple quéx,— x| < ¢. Simbodlicamente:

‘V8>0 dme.eN n=my, = |x,— X| <8‘

Se dice también que el nimeroeslimite de la sucesior{x,}, y se escribe _i)m {xn} =x o0,
n o0
simplemente,im{x,} = x e incluso, si no hay posibilidad de confusién, } — x.

Teniendo en cuenta que la desigualdlag— x| < ¢ equivale a la doble desigualdad— ¢ <
Xn < x + €0, lo que es igualy, €]x — &, x + ¢, la definicion anterior lo que dice es g{ie, }
converge ax cuando, dado cualquier intervalo abielto— ¢, x + ¢[, se verifica queodos los
términos de la sucesion a partir de uno en adelag&n en dicho intervalo.

Una sucesion convergente tiene un anico limite.
Ejemplos

La sucesiéor{1/n} es convergente a cero.

Dado un nimero read €] — 1, 1], se verifica que la sucesion de las potencias:d&:"},
converge a cero.

Dado x €] — 1, 1], se verifica que la sucesiéfi + x + x2 + ... 4+ x™}, llamadaserie

geomeétrica de razom, converge al—
— X

Para todok € N y para todoa €] — 1, 1] se verifica que la sucesidgn* "} converge a cero
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Sucesiones 2

Sucesiones convergentes y estructura de orden e

Conservacion del orden.Supongamos quénm{x,} = x, lim{y,} = y y que existen € N tal
que para toda > m se tiene que:, < y,. Entonces se verifica que < y.

Principio de las sucesiones encajadaSupongamos qugx,}, {yx}, {z»} Son sucesiones tales
que Im{x,} =lim{z,} = o y existe un nimero naturat tal que para tode = m, se verifica
que

Xn < Yn < Zn

entonces se verifica quier{y,,} = a.

Una consecuencia inmediata de este resultado es que siazaosharbitrariamente un nud-
mero finito de términos de una sucesion, la nueva sucesi@bgsiida es convergente si lo era
la de partida y con su mismo limite.

Definiciones.Una sucesiéfx,} se dice que es:

Mayorada o acotada superiormentesi su conjunto imagen estd mayorado, es decir, si hay un
numerou € R tal quex, < u para todo: € N.

Minorada o acotada inferiormente si su conjunto imagen esta minorado, es decir, si hay un
nuameroA € R tal queA < x, para todoz e N.

Acotadasi su conjunto imagen esta mayorado y minorado, equivatenite, si hay un nimero
M € R* tal que|x,| < M paratodo: € N.

Crecientesi x, < x,+1 para todo: € N.

Estrictamente crecientesi x, < x,4; paratodozeN.
Decrecientesi x, > x,4 para toda: € N.

Estrictamente decrecientesi x,, > x,4 para toda: € N.
Mondétona si es creciente o decreciente.

Estrictamente monoétonasi es estrictamente creciente o decreciente.
Toda sucesién convergente esta acotada.

Convergencia de las sucesiones monétondsda sucesion mondétona y acotada es convergente.
Mas concretamente, si una sucesfép} es:

i) Creciente y mayorada, entoncés{x,} = 8, donde = sup{x, : ne N}.

ii) Decreciente y minorada, entoncésy{x,} = «, dondex = inf{x, : ne N}.

Sucesiones convergentes y estructura algebraica & Dadas dos sucesiongs, } e {y,}, se
define sutsumacomo la sucesiofix, + y,} y suproducto como la sucesiofx, y, }.

El producto de una sucesidn convergente a cero por una sircesiotada es una sucesion
convergente a cero.

Supongamos quém{x,} = x ylim{y,} = y. Entonces se verifica que:

lim{x,+ yn} =x+p, lim{x,y,}=xy.
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Sucesiones 3

Si ademas suponemos que£ 0, entoncesim{x,/y,} = x/y.

Sucesiones divergentesJna sucesiorx, } se dice que es:

Positivamente divergente y escribimos{x,} — +oo, si para todo nimero reak > 0
existe un nimero naturak g € N, tal que para toda e N con n=mg se verifica quex,>K.

Negativamente divergentey escribimos{x,} — —oo, si para todo nimero reak < 0
existe un nimero naturak g € N, tal que para tode e N con n=mg se verifica quex, <K.

Diremos gque una sucesion disergente para indicar que es positivamente o negativamente
divergente.

“Divergente” no es lo mismo que “No convergente”.

Propiedades de las sucesiones divergentes.
{|xn|} — +oo si,ysblosi{l/x,} — 0.

La suma de una sucesion positivamente divergente con uasién@cotada es una sucesion
positivamente divergente.

La suma de una sucesién positivamente divergente con uaaiénaninorada es otra suce-
sion positivamente divergente. En particular, la suma desdoesiones positivamente divergen-
tes es otra sucesion positivamente divergente.

El producto de dos sucesiones positivamente divergentesasucesion positivamente di-
vergente.

El producto de una sucesion positivamente divergente p@isunesion que converge a un
ndmero positivo es otra sucesion positivamente divergente

Indeterminaciones.

Xn=2n, Yn=—n; {Xn + yn} ={n} > +oo
Xp=n, Yn=—2n; {Xn + yn} ={-n} > —o0
Xp=n+1, Yn=—n; {Xn + ynj ={1} —>1

Xp=(=D)"+n, ypy=D"-n; {xp+ yn} ={2(=D"}

En consecuencia, las sucesiones del {ipp+ y,} donde{x,} — +oo, {y,} — —oo, requieren
un estudio particular en cada casBales sucesiones suele decirse quesaindeterminacion
del tipo “oco—o0”.

Analogamente, si sabemos gueg,} — 0y que{y,} es divergente, ello no proporciona nin-
guna informacién sobre el comportamiento de la suceSigmy, }; la cual se dice que ama
indeterminacion del tipo “ 0 co”. Las indeterminaciones que aparecen al estudiar el decien
de dos sucesiones divergentes o de dos sucesiones quegeoneecero, las llamadasde-

terminaciones de los tipos'co/o0”, “ 0/0”, pueden reducirse a una indeterminacion del tipo
13 0 w”.
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Sucesiones 4

Criterio de Stolz. Sea{y,} una sucesion positivamente divergente y estrictamentieate y
sea{x,} cualquier sucesién. Supongamos que

{7)6"4_1 _xn} — L
Yn+1 — Vn

i ., X
dondeL eR, 0 L = 400, 0 L = —o0o. Entonces se verifica también q{eﬁ} — L.
Vn

Criterio de la media aritmética. Supongamos qufz,} — L dondeL es un nimero real, o
L = +00, 0L = —oco. Entonces se verifica que

{611+612+"'+an} N
n

Criterio de la media geométrica. Supongamos qugz,} — L donde{a,} es una sucesion de
numeros positivos Y. es un namero real o bieh = +oo. Entonces se verifica que

{\"/ala2...an} — L.

Xn+1
Xn
un nimero real o bieflh = +oo. Entonces se verifica qye/x, } — L.

Supongamaos qu% } — L donde{x,} es una sucesion de nimeros positivos gs

Sucesiones y limite funcionalSeaf : A — R una funcién y seam, L € R U {+o00, —co}.
Equivalen las afirmaciones:

a) lim f(x) = L.

b) Paratoda sucesiéon{x,} de puntos ded conx, # a tal que{x,} — a se verifica que

{f(xn)} — L.

Una consecuencia inmediata de este resultado es que tdtbflimcional que conozcas te
va a permitir resolvemuchodimites de sucesiones. En particular, de la lista de lintitescos
gue debes conocer se deducen los siguientes resultados.

Limites que debes saber de memoridPara toda sucesidix,} — 0, x, # 0, se verifica que:

. senxy _arcsern, . l—cosx, 1
[fm =1 [im — =1 Iim —— = -
n—00 X, n—00 Xn n—o00 X} 2
., tgx . arctgx . e'n—]

lim 2Xn _ lim 29 [im =1
n—>00 _Xn n—>o0 _Xn n—>oo xn

. Xp — Senx 1 3 14+ x,)% -1 o In(1 +x

jjm oS 1, Aol jim A xw)
n—o00 (xn)3 6 n—oo X n—>00 Xn

o tgx, —x 1 o In(1 +x,)—x —1 , e

jgm QX=X L A ) = 2L g =
n—00 (xn)3 3 n—00 x’% 2 N—>00

Estrategia. Una estrategia para calcular limites de sucesiones comggtconvertir el limite de
la sucesién que tienes que calcular en un caso particularrdémite funcional El porqué de

Dpto. de Andlisis Matematico Universidad de Granada



Sucesiones 5

esta estrategia es que para calcular limites de funciospsrtmos de muchas mas herramientas
gue las que tenemos para trabajar directamente con suegsion

Segun esta estrategia, para calcular el limite de una éucgsj} lo que hay que hacer
es relacionar dicho limite con un limite funcional. Debermyentarnos una funcionf, y una
sucesion convergentgy,} — a, de forma que se tenga = f(x,). Entonces, podemos asegurar
que sixl_rgl f(x) = «, también esim{y,} = «.

l n
xn=(1+;)

es estrictamente creciente y la sucesion

l n+1
(o4
n

es estrictamente decreciente. Ambas sucesiones songenies y su limite es el nimero e.

El nimero e. La sucesiéon

Continuidad y sucesionesSeaf : 4 — R una funcion y sea € A. Equivalen las afirmaciones:

a) f es continua en.

b) Paratodasucesion{x,} de puntos det tal que{x,} — a, se verifica qué f'(x,)} — f(a).
Podemos expresar este resultado como sigueontinuidad permuta con el limite secuen-

cial, esto es, sif es continua entonces:

lim £ (o) = £( lim x,)

n—oQ

Sucesiones de exponenciales y logaritmos.

o {x;} > x & {e"} — e~
o {x,} = +0o0 <= {e"} — +o00.
o {x,} >—00 <= {e"} 0.

Para toda sucesién de nameros positivgs se verifica que:

o {x;,} > x>0 {In(x,)} = Inx.
o {x,} > +00 <= {In(xy)} = +o0.
o {x,} >0 <= {In(x,)} »>—0c.

Sucesiones asintdticamente equivalente®iremos que{x,} esasintdticamente equivalente
a{yn}, y escribiremos simbdlicamente,, } ~ {yn}, Si{xn/yn} — 1.

Sean{x,} e {y,} sucesiones asintéticamente equivalen{es} una sucesion cualquiera y
L eR U {—o00,+00}. Se verifica que:

{Xpzn} > L < {ypzn} — L

En particular:
{xn} > L < {yn} > L
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Sucesiones 6

Por tanto, para calcular el limite de un producto de sucesioas podemos reemplazar una
cualquiera de ellas por otra asintéticamente equivalente.

Observacion.Es importante observar que en una suma de sucesiones nodes pageneral,
sustituir una sucesion por otra asintéticamente equital&or ejemplo, si,=n-+1, y,=n+1/n

Y zy=—n, €s claro quéx, } ~ {y,} pero{x,+ z,} = {1 }nen NO €S asintéticamente equivalente
afyn+ zny ={1/nj}.

Sucesiones de potencia§on sucesiones de la formg = x;”, donde se supone qug > 0.
Para estudiarlas se toman logaritmos y se estudia la sacesié= In(z,) = y, In(x,). La suce-
sién{z,} es una indeterminacion cuanflg, In(x,)} es una indeterminacién del tipd ‘cc”, lo
gue ocurre cuando:

a){xn} — 1, {|yn|} = +oco (indeterminacion 1°°”)
b) {x,} — 400, {yn} — 0 (indeterminacion &°")
c) {xu} = 0, {y,} — 0 (indeterminacion ©°”)

Criterio de equivalencia logaritmica. Sean{x,} una sucesién de niumeros positivos distintos
del que converge &, {y,} una sucesion cualquieralyun nimero real. Entonces se tiene que:

o lim{x;)"} = el < lim{y,(x, — 1)} = L.
o {X;"} = +00 = {yp(x, — 1)} = +o00.
o {X;" = 0= {yu(xp — 1)} = —o0.

“ ”

Este criterio permite resolver en muchos casos las indataaones 1°°”y “ 0 co”.
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