
Sucesiones de números reales

Concepto de sucesión.Es más fácil reconocer una sucesión que definirla. Decimos, por ejemplo,
que:

xn D
�

1 C 1

n

�n

; yn D n sen.1=n/; zn D 1 C 1

2
C � � � C 1

n

son sucesiones. Para cadan 2 N los números realesxn; yn; zn están correctamente definidos.
Suele usarse la notaciónfxng, fyng, fzng para representar a las sucesiones.

Una sucesión no se identifica con los valores que toman sus elementos sino que debemos
considerar el orden en que esos valores se toman.

Por ejemplo, los elementos de las sucesionesf.�1/ng yf.�1/nC1g toman los mismos valores
1 y �1 pero en la primera valen1 en los lugares pares y�1 en los impares y al revés en la
segunda: son sucesiones distintas.

Una sucesión de números reales es una aplicación del conjunto N de los números naturales
enR.

Por tanto, el símbolofxng indica una aplicación, la que a cadan 2 N hace corresponder el
númeroxn 2R.

Sucesiones convergentes.Una sucesiónfxng se dice queconvergea un número realx si, dado
cualquier número real" > 0, existe un número naturalm" tal que sin es cualquier número
natural mayor o igual quem" se cumple quejxn� xj < ". Simbólicamente:

8" > 0 9m" 2N W n > m" ) jxn� xj < "

Se dice también que el númerox es límite de la sucesiónfxng, y se escribe lKım
n!1

fxng D x o,

simplemente, lKımfxng D x e incluso, si no hay posibilidad de confusión,fxng ! x.

Teniendo en cuenta que la desigualdadjxn � xj < " equivale a la doble desigualdadx � " <

xn < x C " o, lo que es igual,xn 2�x � "; x C "Œ, la definición anterior lo que dice es quefxng
converge ax cuando, dado cualquier intervalo abierto�x � "; x C "Œ, se verifica quetodos los
términos de la sucesión a partir de uno en adelanteestán en dicho intervalo.

Una sucesión convergente tiene un único límite.

Ejemplos

La sucesiónf1=ng es convergente a cero.

Dado un número reala 2� � 1; 1Œ, se verifica que la sucesión de las potencias dea, fang,
converge a cero.

Dado x 2� � 1; 1Œ, se verifica que la sucesiónf1 C x C x2 C � � � C xng, llamada serie

geométrica de razónx, converge a
1

1 � x
.

Para todok 2N y para todoa 2� � 1; 1Œ se verifica que la sucesiónfnkang converge a cero

Dpto. de Análisis Matemático Universidad de Granada



Sucesiones 2

Sucesiones convergentes y estructura de orden deR.

Conservación del orden.Supongamos que lKımfxng D x , lKımfyng D y y que existem 2 N tal
que para todon > m se tiene quexn 6 yn. Entonces se verifica quex 6 y.

Principio de las sucesiones encajadas.Supongamos quefxng, fyng, fzng son sucesiones tales
que lKımfxng D lKımfzng D ’ y existe un número naturalm0 tal que para todon > m0 se verifica
que

xn 6 yn 6 zn

entonces se verifica que lKımfyng D ’.

Una consecuencia inmediata de este resultado es que si cambiamos arbitrariamente un nú-
mero finito de términos de una sucesión, la nueva sucesión asíobtenida es convergente si lo era
la de partida y con su mismo límite.

Definiciones.Una sucesiónfxng se dice que es:

Mayorada o acotada superiormentesi su conjunto imagen está mayorado, es decir, si hay un
número�2R tal quexn6 � para todon 2 N.

Minorada o acotada inferiormente si su conjunto imagen está minorado, es decir, si hay un
número� 2 R tal que� 6 xn para todon2N.

Acotadasi su conjunto imagen está mayorado y minorado, equivalentemente, si hay un número
M 2 R

C tal que jxnj 6 M para todon 2 N.

Crecientesi xn6 xnC1 para todon2N.

Estrictamente crecientesi xn < xnC1 para todon2N.

Decrecientesi xn> xnC1 para todon2N.

Estrictamente decrecientesi xn > xnC1 para todon2N.

Monótona si es creciente o decreciente.

Estrictamente monótonasi es estrictamente creciente o decreciente.

Toda sucesión convergente está acotada.

Convergencia de las sucesiones monótonas.Toda sucesión monótona y acotada es convergente.
Más concretamente, si una sucesiónfxng es:

i) Creciente y mayorada, entonces lKımfxng D ˇ, dondě D supfxn W n2Ng:
ii) Decreciente y minorada, entonces lKımfxng D ˛, dondę D Kınffxn W n2Ng:

Sucesiones convergentes y estructura algebraica deR. Dadas dos sucesionesfxng e fyng, se
define susumacomo la sucesiónfxnC yng y suproducto como la sucesiónfxnyng.

El producto de una sucesión convergente a cero por una sucesión acotada es una sucesión
convergente a cero.

Supongamos que lKımfxng D x y lKımfyng D y. Entonces se verifica que:

lKımfxnC yng D x C y; lKımfxnyng D xy :
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Sucesiones 3

Si además suponemos quey ¤ 0, entonces lKımfxn=yng D x=y.

Sucesiones divergentes.Una sucesiónfxng se dice que es:

Positivamente divergente, y escribimosfxng ! C1, si para todo número realK > 0

existe un número naturalmK 2N, tal que para todon2N con n>mK se verifica quexn>K.

Negativamente divergente, y escribimosfxng ! �1, si para todo número realK < 0

existe un número naturalmK 2N, tal que para todon2N con n>mK se verifica quexn6K.

Diremos que una sucesión esdivergentepara indicar que es positivamente o negativamente
divergente.

“Divergente” no es lo mismo que “No convergente”.

Propiedades de las sucesiones divergentes.

fjxnjg ! C∞ si, y sólo si,f1=xng ! 0.

La suma de una sucesión positivamente divergente con una sucesión acotada es una sucesión
positivamente divergente.

La suma de una sucesión positivamente divergente con una sucesión minorada es otra suce-
sión positivamente divergente. En particular, la suma de dos sucesiones positivamente divergen-
tes es otra sucesión positivamente divergente.

El producto de dos sucesiones positivamente divergentes esotra sucesión positivamente di-
vergente.

El producto de una sucesión positivamente divergente por una sucesión que converge a un
número positivo es otra sucesión positivamente divergente.

Indeterminaciones.

xnD 2n; ynD �nI fxn C yng D fng !C∞

xnD n; ynD �2nI fxn C yng D f�ng !�∞

xnD n C 1; ynD �nI fxn C yng D f1g !1

xnD.�1/nCn; ynD.�1/n�nI fxn C yng D f2.�1/ng

En consecuencia, las sucesiones del tipofxn C yng dondefxng !C∞, fyng !�∞, requieren
un estudio particular en cada caso. Tales sucesiones suele decirse que sonuna indeterminación
del tipo “∞�∞”.

Análogamente, si sabemos quefxng !0 y quefyng es divergente, ello no proporciona nin-
guna información sobre el comportamiento de la sucesiónfxnyng; la cual se dice que esuna
indeterminación del tipo “ 0 ∞”. Las indeterminaciones que aparecen al estudiar el cociente
de dos sucesiones divergentes o de dos sucesiones que convergen a cero, las llamadasinde-
terminaciones de los tipos“∞=∞”, “ 0=0”, pueden reducirse a una indeterminación del tipo
“ 0 ∞”.
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Sucesiones 4

Criterio de Stolz. Seafyng una sucesión positivamente divergente y estrictamente creciente y
seafxng cualquier sucesión. Supongamos que

�

xnC1 � xn

ynC1 � yn

�

! L

dondeL2R, o L D C∞, o L D �∞. Entonces se verifica también que

�

xn

yn

�

! L :

Criterio de la media aritmética. Supongamos quefang ! L dondeL es un número real, o
L D C∞, o L D �∞. Entonces se verifica que

�

a1C a2C � � � C an

n

�

! L:

Criterio de la media geométrica.Supongamos quefang ! L dondefang es una sucesión de
números positivos yL es un número real o bienL D C∞. Entonces se verifica que

n

n
p

a1a2 : : : an

o

! L:

Supongamos que

�

xnC1

xn

�

! L dondefxng es una sucesión de números positivos yL es

un número real o bienL D C∞. Entonces se verifica quef n
p

xn g ! L:

Sucesiones y límite funcional.Seaf W A ! R una función y seana; L 2 R [ fC∞; �∞g.
Equivalen las afirmaciones:

a) lKım
x!a

f .x/ D L.

b) Paratoda sucesiónfxng de puntos deA con xn ¤ a tal quefxng ! a se verifica que
ff .xn/g ! L.

Una consecuencia inmediata de este resultado es que todo límite funcional que conozcas te
va a permitir resolvermuchoslímites de sucesiones. En particular, de la lista de límitesbásicos
que debes conocer se deducen los siguientes resultados.

Límites que debes saber de memoria.Para toda sucesiónfxng ! 0, xn ¤ 0, se verifica que:

lKım
n!1

senxn

xn
D 1 lKım

n!1

arc senxn

xn
D 1 lKım

n!1

1 � cosxn

x2
n

D 1

2

lKım
n!1

tgxn

xn
D 1 lKım

n!1

arc tgxn

xn
D 1 lKım

n!1

exn �1

xn
D 1

lKım
n!1

xn � senxn

.xn/ 3
D 1

6
lKım

n!1

.1 C xn/˛ � 1

xn
D ˛ lKım

n!1

ln.1 C xn/

xn
D 1

lKım
n!1

tgxn � xn

.xn/3
D 1

3
lKım

n!1

ln.1 C xn/ � xn

x2
n

D �1

2
lKım

n!1
.1 C xn/

1

xn D e

Estrategia.Una estrategia para calcular límites de sucesiones consiste en convertir el límite de
la sucesión que tienes que calcular en un caso particular de un límite funcional. El porqué de
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Sucesiones 5

esta estrategia es que para calcular límites de funciones disponemos de muchas más herramientas
que las que tenemos para trabajar directamente con sucesiones.

Según esta estrategia, para calcular el límite de una sucesión fyng lo que hay que hacer
es relacionar dicho límite con un límite funcional. Debemosinventarnos una función,f , y una
sucesión convergente,fxng ! a, de forma que se tengaynDf .xn/. Entonces, podemos asegurar
que si lKım

x!a
f .x/ D ˛, también es lKımfyng D ˛.

El número e. La sucesión

xn D
�

1 C 1

n

�n

es estrictamente creciente y la sucesión

yn D
�

1 C 1

n

�nC1

es estrictamente decreciente. Ambas sucesiones son convergentes y su límite es el número e.

Continuidad y sucesiones.Seaf WA ! R una función y seaa2A. Equivalen las afirmaciones:

a)f es continua ena.

b) Paratodasucesiónfxng de puntos deA tal quefxng ! a, se verifica queff .xn/g ! f .a/.

Podemos expresar este resultado como sigue:la continuidad permuta con el límite secuen-
cial, esto es, sif es continua entonces:

lKım
n!1

f .xn/ D f
�

lKım
n!1

xn

�

Sucesiones de exponenciales y logaritmos.

� fxng ! x ” fexng ! ex.

� fxng ! C1 ” fexng !C1.

� fxng !�1 ” fexng !0.

Para toda sucesión de números positivosfxng se verifica que:

� fxng ! x > 0 ” fln.xn/g ! ln x.

� fxng ! C1 ” fln.xn/g !C1.

� fxng !0 ” fln.xn/g !�1.

Sucesiones asintóticamente equivalentes.Diremos quefxng esasintóticamente equivalente
a fyng, y escribiremos simbólicamentefxng � fyng, si fxn=yng ! 1.

Seanfxng e fyng sucesiones asintóticamente equivalentes,fzng una sucesión cualquiera y
L2R [ f�1; C1g. Se verifica que:

fxnzng ! L ” fynzng ! L

En particular:
fxng ! L ” fyng ! L
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Sucesiones 6

Por tanto, para calcular el límite de un producto de sucesiones podemos reemplazar una
cualquiera de ellas por otra asintóticamente equivalente.

Observación.Es importante observar que en una suma de sucesiones no se puede, en general,
sustituir una sucesión por otra asintóticamente equivalente. Por ejemplo, sixnDnC1, ynDnC1=n

y znD�n, es claro quefxng � fyng perofxnC zng D f1gn2N no es asintóticamente equivalente
a fynC zng D f1=ng.

Sucesiones de potencias.Son sucesiones de la formazn D xyn

n , donde se supone quexn > 0.
Para estudiarlas se toman logaritmos y se estudia la sucesión wn D ln.zn/ D yn ln.xn/. La suce-
siónfzng es una indeterminación cuandofyn ln.xn/g es una indeterminación del tipo “0 ∞”, lo
que ocurre cuando:

a) fxng ! 1, fjynjg ! C∞ (indeterminación “11”)

b) fxng ! C1, fyng ! 0 (indeterminación “∞0”)

c) fxng ! 0, fyng ! 0 (indeterminación “00”)

Criterio de equivalencia logarítmica. Seanfxng una sucesión de números positivos distintos
de1 que converge a1, fyng una sucesión cualquiera yL un número real. Entonces se tiene que:

� lKımfx yn

n g D eL ” lKımfyn.xn � 1/g D L.

� fxyn

n g !C1 ” fyn.xn � 1/g !C1.

� fxyn

n g ! 0 ” fyn.xn � 1/g !�1.

Este criterio permite resolver en muchos casos las indeterminaciones “11” y “ 0 1”.
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